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Las técnicas englobadas bajo la denominacién de analisis de la varianza o abreviadamente ANOVA (del
inglés analysis of variance) han jugado un papel crucial en la metodologia estadistica moderna, desde que
fueran ideadas por R.A. Fisher en 1925, y como sucede en tantas ocasiones, aunque conocidas por la grar
mayoria, quizds no son adecuadamente comprendidas por los no especialistas.

Casi siempre se introduce el tema del andlisis de la varianza como respuesta a la necesidad de utilizar una
técnica de comparacion de mas de dos grupos, es decir como un método para comparar mas de dos
tratamientos: si disponemos de medidas cuantitativas continuas, que se puede suponer como procedentes
una distribucién de probabilidad normal, y queremos comparar dos grupos —dos tratamientos—, la prueba
estadistica que se utiliza es un contraste de medias basado en la t de Student, y cuando se dispone de ma:
dos grupos, la prueba a emplear es el analisis de la varianza. Personalmente, aunque el enfoque es adecui
me parece que refleja solo una parte del interés de la técnica, ideada no sélo para analizar los datos sino
también para planificar los experimentos, y creo mas apropiado hablar de que el andlisis de la varianza es |
procedimiento estadistico que nos permite dividir la variabilidad observada en componentes independientes
gue pueden atribuirse a diferentes causas de interés.

En el planteamiento mas simple de andlisis de la varianza tenemos una variable numérica cuantitativa
(resultado), y queremos determinar en qué medida se puede atribuir la variabilidad de ésta a otra variable
cualitativa nominal que vamos a denominar factor. Estamos hablando por tanto de andlisis de la varianza p
un solo factor, que puede tener 2 0 mas categorias o niveles.

Este factor, cuyo posible efecto sobre la variable medida queremos analizar, puede tener unos niveles fijos,
por ejemplo el nivel educativo alcanzado por los sujetos que intervienen (sin estudios, estudios primarios,
secundarios, formacion universitaria), y hablamos entonces de modelo de efectos fijos; o bien puede tratars
de una muestra procedente de un conjunto de niveles mas amplio, como puede ser por ejemplo el caso de
estudio en el que se seleccionan varios hospitales y se analiza las posibles diferencias entre hospitales.
Entonces lo denominamos modelo de efectos aleatorios. En el analisis de la varianza de 1 factor es mucho
mas frecuente el modelo de efectos fijos.

Vamos a plantear el problema y comentar los calculos que se efectlian en un analisis de la varianza para u
factor. Estudiamos K grupos clasificados de acuerdo a los niveles 1,2 .. K del factor. En cada nivel tenemos
nl, n2, ... nk observaciones independientes y obtenidas de forma aleatoria. Si designamos de forma genere
cada observacion comg,\el subindice i indica el grupo al que pertenece, j es el nimero de la observacion
dentro de ese grupo, de tal manera que por ejerpptmirespondera al valor observado en el quinto sujeto

del segundo grupo. Por tanto en el grupo 2 tenemos las observagidmesty y,,.

Si juntamos todas las observaciones N=n1+n2+...+nk, calculamos la media global que vamos a dgnominar

También podemos calcular la media dentro de cada uno de los K grupos. La media para el grupo i la
designamos congi .
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Es obvio que la diferencia entre cada observacion y la media global se puede descomponer de la siguiente
forma:

Yy =y = Oy~ ) [1]
Es decir que la diferencia entre el valor observado y la media global es igual a la suma de la diferencia de I:
observacion con la media de su grupo y la diferencia de la media del grupo con la media global.

Se puede comprobar que si cada término de esa expresion se eleva al cuadrado y se suma para todas las
observaciones, se mantiene la igualdad, lo que curiosamente no es mas que la aplicacion del famoso teore
de Pitdgoras a este disefio:

Sy = Oy e by Y
e e :

Cada uno de los términos es pues una suma de desviaciones cuadraticas, que denominaremos de forma
abreviada como suma de cuadrados (SC). La primera SC del lado de la derecha corresponde a las
desviaciones de cada observacion respecto de la media de su propio grupo, por lo que se la conoce como
"dentro del grupo” o "intra grupo” (en inglés within). El segundo sumando de la derecha corresponde a las
desviaciones de la media de cada grupo respecto de la media global, por lo que cuantifica las diferencias
medias entre los grupos, y se conoce como suma de cuadrados "entre grupos" (en inglés between):

SGrota=SGCintra grupo+SGEntre grupos

El cuadrado medio intra—grupo, equivalente a una varianza, lo calculamos dividiendo la suma de cuadrados
entre los grados de libertad

S0
N-K

MSI=

y se puede comprobar que es en realidad una media ponderada de las varianzas muestrales de cada grupc
la siguiente expresion:

(o DS+ 00 ~DSF+ +0g - DS

b +?22+...+?2K_K‘

M3y =

Queda claro que constituye por tanto una estimacion de la varianza g@mun

De igual manera podemos calcular el cuadrado medio entre grupos:

SCx

ME, =
£ K-

Si la media de todos los grupos es la mismag; tsi®bién es una estimacion de la varianza cogHirEsto

se puede entender mejor de una forma intuitiva si consideramos el caso particular en el que todos los grupc
tienen el mismo tamafio n. Sabemos que la desviacién estandar al cuadrado (varianza) de la media obtenid
muestras de tamafio n extraidas de una poblacion norrpaleges lo que conocemos como error estandar

de la media), por lo tantzo_,i ~y)? { (X -1) serauna estimacion ¢e/ny por tanto

Z,g(;i - )2 (& -1y es una estimacion dg2.



Ahora bien, si las medias de los grupos si son diferentesnd/&Hlo contiene el valor de la varianza
intrinseca, <, sino que ademas estara aumentada segun las variaciones entre las medias de los tratamientc

sera tanto mayor cuanto mayor sean estas diferencias. El cociente:

_ Mo
M3

F

gue compara la variabilidad entre grupos y la variabilidad intra grupos, sera por tanto proximo a 1 si las
medias de los grupos son similares y tanto mayor que 1 cuanto mayores sean las diferencias entre los grup
El valor de F obtenido se contrastara con el valor de la distribucion tedrica con grados de libertad K-1,N-K,
y si la probabilidad de obtener un valor tan grande como el observado es baja, rechazaremos la hipétesis d
igualdad de medias entre los grupos. La utilizacion de este parametro de contraste, que tiene una rigurosa
justificaciébn metodologica estadistica, también tiene pues una interpretacion intuitiva: estamos comparando
variabilidad entre los grupos con la variabilidad intrinseca dentro de los grupos.

Por otro lado hemos visto que la variabilidad total la hemos dividido en dos partes: una variabilidad debida «
explicada por pertenecer a cada uno de los grupos o niveles del factor, y una parte de variabilidad individua
gue no atribuimos a ninguna causa concreta, y que por ello se suele denominar también variabilidad residu
Esto podemos reflejarlo de una forma clara manipulando un poco la férmula [1] en la que se desglosa la
variabilidad de cada observacion en dos términos:

J"g‘;‘=}"+()"z‘_3”)+()"g}‘_3”i)=f"'“+71‘+51_‘;‘ [2]
Es decir que el modelo postulado (término de la derecha) para nuestras observaciones corresponde a tres
sumandos: una media glotal un efecto diferencial debido a la pertenencia al grupo o tratanvigntm
termino residual no explicadqf- .

Disefo en Blogues aleatorizados
En un articulo anterior se hablé de la ventaja que presentan las pruebas pareadas para aumentar la eficien
al controlar parte de la variabilidad no atribuible al factor que estamos estudiando. Cuando se analizan mas
dos niveles o grupos el concepto de prueba pareada se puede generalizar al andlisis de la varianza. Aqui s
denomina bloque a cada unidad de observacion, y para un factor o tratamiento tenemos el siguiente disefio
experimental:

Tratamiento 1 | Tratamiento 2 Trataglento
Bloque 1 Y11 Y1 Y 1k
Bloque 2 Yo Yoo Y 1k
Blogque n ™ Y2 Yk

En este disefio, de manera anéloga a la expresada en la formula [2] podemos descomponer la variabilidad
individual segun el siguiente modelo:

Yy T +7y +'8,j" + £y



donde aparece un nuevo térmiﬁﬁJo que corresponde a la variabilidad atribuida al bloque, con lo que el
término =; correspondiente a la variabilidad no explicada disminuye, obteniéndose por tanto una prueba mé
eficiente.

Los bloques o unidades de observacion pueden ser cada paciente, un hospital, un grupo de pacientes con |
caracteristicas especificas, etc. A veces también se habla de andlisis estratificado, donde los conceptos
blogue y estrato son equivalentes.

Aungue uno de los motivos fundamentales de la asignacion aleatoria de los pacientes a cada grupo de
tratamiento es precisamente evitar la presencia de sesgos en las caracteristicas de los pacientes que pued
afectar a las diferencias de eficacia que se observen, sin embargo cuando se sabe que factores como la ed
del paciente, la presencia de diabetes, antecedentes de tabaquismo, etc influyen en el resultado, puede oct
que finalmente por azar las proporciones de los diferentes niveles de estos factores no se repartan
"equitativamente" entre los grupos de tratamiento, lo que conlleva a que los resultados queden bajo sospec
incluso aunque después en el andlisis se acuda a técnicas multivariantes para "ajustar” los resultados en
funcién de los valores basales en los grupos, atribuyendo parte de la variacion observada a esas diferencia
corrigiendo o disminuyendo la diferencia encontrada atribuible al efecto del tratamiento. La utilizacion de
técnicas de disefios aleatorizados en bloques y disefios factoriales nos permite anticiparnos a esa situacion
lo que han sido ampliamente empleadas no sélo en experimentacion agricola donde se originaron, sino
también en farmacologia y en la industria, y en mucha menor medida, por lo que se comentara méas adelan
en la investigacion médica clinica.

En este disefio aletorizado por bloques disponemos de dos valores de F para contrastar: uno relativo a la
influencia del tratamiento y otro para la influencia del bloque; aunque el contraste en el que seguramente
estamos interesados es solo el primero, ya que de entrada se supone que el bloque si que influye en la var
medida y precisamente por eso se ha acudido a este tipo de disefio.

Disefios factoriales
Los denominados disefios factoriales permiten al investigador planificar un trabajo para evaluar el efecto
combinado de dos o méas variables de forma simultdnea en el resultado medido, obteniéndose también
informacién en cuanto a la posible interaccién entre los diversos factores.

Asi podemos extender el modelo presentado en la férmula [2] para considerar en cada observacion la
influencia de dos factores que vamos a denominar A y B. Expresamos la observacion numero k en el nivel i
del factor A, nivel j del factor B, como:

Vg = 4 + oy +"Sj + = + S5k

donde se ha separado en un término correspondiente a la media global, otro debido al efecto diferencial po
pertenecer a un nivel determinado del factor A, un efecto debido al factor B, un efecto de la interaccién entr
los factores Ay B, y una variabilidad residual no atribuible.

Este modelo es la base del analisis de la varianza para dos factores.

El problema de los disefos factoriales clasicos cuando se aplica a la investigacion clinica, en la que
predominan los disefios observacionales y donde casi siempre es por tanto dificil fijar el nUmero de sujetos
cada uno de los niveles de los diferentes factores, radica en que para que sea aplicable un analisis de la
varianza clasico para mas de un factor, es necesario que se cumpla también la igualdad de la suma de
cuadrados, y esto s6lo ocurre cuando el nimero de sujetos por celda (llamamos celda a cada combinacion



niveles de los distintos factores) es el mismo para todas las celdas. Es decir que la igualdad:

SGCrotamSCat+SCa+SCaptSCresidual

so6lo es cierta cuando todas las celdas tienen el mismo nimero de sujetos. Si ese nimero no es igual no
podemos aplicar el analisis de la varianza.

Afortunadamente existe una relacion directa entre el modelo de efectos postulado y la regresion lineal
multiple, en la que intervendran los factores como variables independientes. Es lo que se conoce como
modelos lineales y seran objeto de un nuevo articulo.

Obviamente en ese modelo de regresion los factores entraran adecuadamente codificados como variables
disefio o dummy, procedimiento que ya fue comentado en el articulo relativo a la regresién logistica.
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