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- distribucion de campana de Gauss, el método de
minimos cuadrados, y el principio de maxima

Octubre 2003 verosimilitud”. ——

"En la estadistica moderna el principio de maxima
verosimilitud se ha convertido en una idea sencilla,
FlArticulo en formato PDF para algunos incluso evidente. Después de todo,
- ¢quién puede oponerse a la afirmacion de que
—entre todas las explicaciones posibles para los
datos, se escogera como la mejor aguella que hace
a los datos observados los mas probables—? Pero si
este principio fuera verdaderamente tan simple, si
solo se tratara de eso, ¢,por qué muchos de los
mayores cerebros de la historia de las matematicas
le han encontrado defectos, desde el siglo dieciocho
hasta nuestros dias? ¢ Como es posible que algunos
historiadores presenten como primera aparicion de
esta idea un libro de 1760 de Johann Heinrich
Lambert, en el que Lambert solo presenta un
sencillo ejemplo y es un ejemplo errébneo?". ——

waw.seh—lelha.or /statl.htm

Stephen M. Stigler, Statistics on the table

* Introduccion

Muchos procedimientos estadisticos suponen que los datos siguen algun tipo de modelo matematico que s
define mediante una ecuacion, en la que se desconoce alguno de sus pardmetros, siendo éstos calculados
estimados a partir de la informacion obtenida en un estudio bien disefiado para tal fin. Existen diferentes
procedimientos para estimar los coeficientes de un modelo de regresion, o para estimar los parametros de |
distribucién de probabilidad. De entre esos procedimientos probablemente el mas versatil, ya que se puede
aplicar en gran cantidad de situaciones, y por ello uno de los mas empleado se conoce con el nombre de
"método de maxima verosimilitud" (en inglés "method of maximum likelihood").

Aunque para aquellos que tiene una formacion estadistica este método es perfectamente conocido y
comprendido, sin embargo muchos de los usuarios de los programas estadisticos, que estan habituados a
calcular modelos de regresion logistica, 0 modelos de supervivencia de riesgo proporcional o de Cox, mode
de Poisson, y muchos otros, desconocen como se efectla la estimacion de los coeficientes de esos modelc
por lo que nos parece adecuado dedicar una de éstas paginas mensuales a describir su filosofia e
interpretacion. Por otro lado, no es infrecuente que empleemos técnicas de forma habitual y mecanica, sin
conocer en qué se sustentan y en Ultima instancia en qué consisten realmente: no me cabe ninguna duda c
casi todo el mundo tiene claro qué es una distribucién de probabilidad normal, pero ¢ cuanta gente que utiliz
la t de Student sabe qué es realmente eso?

Podemos considerar que el método de maxima verosimilitud, abreviado a menudo como MLE, tal y como
hoy lo conocemos e interpretamos fue propuesto por Fisher (1890-1962), aunque ya de una forma mucho |
artificiosa fue inicialmente atisbado por Bernoulli (1700-1782), cuyo planteamiento fue revisado y
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modificado por su coetaneo y amigo el gran matematico Euler (1707-1783). Sin embargo la resolucidn de |
problemas numéricos planteados por este método en la mayor parte de los casos son de tal magnitud que |
sido posible su amplia utilizacion hasta la llegada de los modernos ordenadores.

* El principio de maxima verosimilitud

Supongamos que se desea estimar la prevalencia en Espafia de personas de mas de 50 afios con cifras de
tension igual o superior a 160/100 mmHg. Vamos a llamar a esa prevalencia p y si se calcula en tanto por 1
sera 0< p.<1. Para ello se obtiene una muestra aleatoria y representativa de esa poblacion de tamafio N.
Supongamos que denotamos con la letra X el nimero de sujetos que presentan cifras tensionales iguales c
superiores a los limites fijados en nuestra muestra. El valor concreto que observaremos para X puede ser O
(ningln sujeto), 1, 2, hasta como maximo N (todos los sujetos).

En este ejemplo es razonable suponer que la variable aleatoria X, nimero de sujetos con cifras altas de
tension, que observaremos en nuestro estudio (es aleatoria porque si repetimos el trabajo con otra muestra
diferente del mismo tamafio es poco probable que el valor observado sea exactamente el mismo) siga una
distribucién de probabilidad binomial, cuya férmula es la siguiente:

PO =Craypt (-t E [1]

donde G es el nimero combinatorio que se calcula como N!/X!(N-X)!

Para simplificar la exposicion, supongamos que se utiliza una muestra de N=200 sujetos. Una vez que
efectuamos el estudio conocemos el valor de X y podemos calcular la probabilidad de observar exactament
ese valor para diferentes prevalencias posibles en la poblacion. Esa probabilidad que hemos llamado P(X)
funcion de N, Xy p; luego conocidas las dos primeras variables podemos probar con distintos valores de
prevalencia p y determinar qué valor de prevalencia en la poblacion nos conduce a una mayor P(X), o lo qu
es lo mismo para qué valor real de la prevalencia en la poblacion es mas probable que observemos ese val
concreto de X en una muestra aleatoria de N sujetos.

Supongamos que el numero X de pacientes con cifras de tension iguales o superiores al limite prefijado es
60. Podemos plantear cudl es la probabilidad de obtener 60 sujetos hipertensos en una muestra de 200
personas si la prevalencia real fuera de p=0.2. Substituyendo esos valores en la_ecuacion [1] obtenemos
P(X)=0.00022. Si la prevalencia real fuera p=0.3 el valor de P(X) calculado seria 0.06146, mayor que el
anterior; y si p=0.4 entonces P(X)=0.00082, que también es menor que el calculado para p=0.3. El método
maxima verosimilitud nos dice que escogeremos como valor estimado del parametro aquél que tiene mayol
probabilidad de ocurrir segin lo que hemos observado, es decir aquél que es mas compatible con los datos
observados, siempre suponiendo que es correcto el modelo matematico postulado.

Obviamente no se trata de ir probando diferentes valores del pardmetro, en este caso de la prevalencia p, |
ver cudl es que proporciona un mayor valor de verosimilitud. La ecuacion [1], una vez fijados en nuestro
estudio N y X, es tnicamente funcion de p, por lo que podemos representar en una grafica el resultado de
sustituir diferentes valores de p en esa ecuacion y obtendremos una grafica como la de la figura 1, donde s
gue esa funcion tiene su valor maximo para 0.3. Luego con ese modelo matematico 0.3 es el valor de la
prevalencia mas verosimil de acuerdo con los datos que hemos obtenido en nuestro estudio (N=200, X=60
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Funcién de verosimilitud
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Figura 1
Desde luego para poder representar esa grafica, salvo que dispongamos de un programa adecuado, tambi
tenemos que calcular cada pareja de valores (Verosimilitud,p) y ademas después dibujarlos. Sin embargo
existe un procedimiento matematico para determinar el punto maximo o minimo de una ecuacién, que
consiste en calcular la derivada de la funcién e igualar a cero. Se trata en realidad de determinar, de forma
matematica, la pendiente en cada punto (eso es la derivada) y en el punto maximo sabemos que la pendier
es cero (basta mirar la figura 1). Si el lector todavia recuerda como se hacia eso y prueba con la ecuacion |
puede comprobar que el maximo de esa funcién se obtiene para el valor de p calculado como X/N, que no ¢
mas que la proporciéon de sujetos hipertensos observada en nuestro estudio, lo que por otro lado parece ob
pero resulta bastante tranquilizador que las matematicas corroboren algo que nos parece obvio, a saber qu
estimacion mas verosimil de una proporcién a partir de una muestra aleatoria corresponde al cociente entre
namero de sucesos partido por el tamafio de la muestra. Sin embargo este razonamiento es general y hay
muchos casos en el que el resultado no es tan sencillo y si es imprescindible la matematica para estimar lo
parametros.

* Estimacién de modelos por el método de maxima verosimilitud

El método de maxima verosimilitud se utiliza por ejemplo para estimar los coeficientes de un modelo
logistico de regresion, en el que se calcula la probabilidad de que ocurra un determinado suceso mediante
siguiente ecuacion:

1
P Toeap~(y +hym . +hyxe) 2

donde p es la probabilidad de que ocurra el suceso de intergaylas posibles factores (factores de riesgo)
gue se piensa que estan relacionados con la probabilidad de que el suceso se produzca.

Ahora a partir de los datos de la muestra, para los que hemos observado si se ha producido o no el suceso
partir de los valores de los factores de riesgo en cada caso de la muestra, se trata de estimar los valores de
coeficientes pen el modelo para cada factor de riesgo, lo que entre otras cosas nos permite calibrar el efect
de esos factores en la probabilidad de que el suceso ocurra. Si denominamos de forma compacta a esos
coeficientes con la letra b (vector de valores), y dado que los valores de los factores x son conocidos para c
sujeto, la probabilidad p es funcién de los coeficientes b, y lo representamos como p=f(b).

Si p es la probabilidad de que ocurra el suceso, la de que NO ocurra serd 1-p, y entonces en los sujetos er
gue ocurri6 el suceso vendra dada pop pixientras que para un sujeto en el que NO ocurre el suceso, se
calcula como 1-p(x Siendo ambas expresiones funcion de b.

Si la muestra es aleatoria y las observaciones son independientes entre si, la probabilidad de que un sujetc
la muestra experimente el suceso es independiente de lo que le ocurra a cualquier otro, por lo que la
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probabilidad conjunta se calcula como el producto de las probabilidades individuales y de esa forma
obtenemos la funcién de verosimilitud, que tiene en cuenta todos los datos de forma global, y sera funcién
unicamente de los coeficientes. De igual manera que antes se calculara la derivada de esa funcién, se igua
cero y se obtienen los valores de los coeficientes que maximizan esa funcién. Aunque esto que se dice faci
menos en el modelo logistico, es algo mas complicado de efectuar que de narrar. Pero de eso hablaremos
otra ocasion.

* Interpretacion de los resultados en el método de maxima verosimilitud

Al combinar observaciones independientes, hemos visto que en el célculo de la funcion de verosimilitud
interviene el producto de las probabilidades individuales, por lo que habitualmente interesa tomar logaritmo:
ya gue éstos transforman los productos en sumas y los cocientes en restas. Asi habitualmente veremos en
salidas de los programas de ordenador el término Log-likehood, que no es mas que el logaritmo de la
verosimilitud. Al tratarse de productos de probabilidades la funcién de verosimilitud sera siempre menor que
1y por tanto su logaritmo sera negativo.

La funcién de verosimilitud nos permite comparar modelos, por ejemplo dos modelos en el que en uno de
ellos se incluye una variable adicional con respecto al primer modelo. Las diferencias en la funcién de
verosimilitud se alteran arbitrariamente con la escala de medida, por lo que la forma adecuada de compara
es mediante cocientes. De ahi que cuando se comparan modelos que han sido estimados mediante este
procedimiento se hable de cociente de verosimilitud (likelihood ratio).

Cuando se trata de la estimacion de modelos resulta de utilidad el concepto de modelo saturado. Un model
se denomina saturado cuando utiliza tantos parametros como observaciones hemos efectuado y por tanto ¢
ajusta perfectamente a los datos. Podemos comparar el modelo actualmente estimado con ese modelo ted
perfecto mediante la expresion:

0=

51 Ferosimilitud m actua!
-21n
Verosimilitud m saturado

esa cantidad se denomina desviacion (deviance en inglés; en algun lugar la he visto traducida cono
"desvianza", término que no creo que exista en nuestro idioma y que a mi particularmente no me suena bie

La desviacion nos permite comparar modelos, por ejemplo un modelo que incluye una variable adicional:

G=D(modelo 1 sin la variable) - D(modelo 2 con la variable) = ln( Verosimulitud 1]

Merosinalitud 2
que se distribuye segln una®tin grados de libertad igual a la diferencia de parametros entre modelos, que
este caso es 1 grado de libertad. Se le denomina contraste de verosimilitud. Si el contraste resulta ser no
significativo aceptamos que la incorporacion de la nueva variable no mejora sensiblemente la verosimilitud
del modelo y por tanto no merece la pena incluirla en él.

También en las salidas de los programas suele aparecer el término likelihood ratio o cociente de verosimilit
para un modelo, sin que se especifique que se esté contrastando con otro diferente. En estos casos el cont
es frente al modelo que sdlo incluye el término constante y por tanto no se consideran las variables X o los
factores de riesgo, y se compara con el modelo que si incluye las variables, por lo que ahora esa cantidad ¢
distribuye segtin una éhion grados de libertad igual al nimero de variables incluidas en el modelo, que es Iz
diferencia frente al modelo con solo la constante. Al igual que antes, si el contraste resulta no significativo
pensamos que incluir el conocimiento de las variables X no mejora significativamente la verosimilitud del
modelo y por lo tanto se trata de un modelo sin utilidad.



Anadiendo mas términos, mas variables, a un modelo la funcion de verosimilitud mejorara y si la muestra e
grande sera dificil distinguir mediante el contraste del cociente de verosimilitud entre una mejora "real" y un
aportacion trivial. EI modelo perfecto no existe, puesto que todos constituyen simplificaciones de la realidad
siempre son preferibles modelos con menos variables, puesto que ademas de ser mas sencillos, son mas
estables y menos sometidos a sesgo. Por ello se han propuesto otras medidas de contraste entre modelos
penalizan en alguna medida que éstos tengan muchos parametros.

Las mas conocidas y que suelen figurar en las salidas de ordenador son el criterio de informacién de
Akaike, AIC, y criterio de informacién bayesiano, BIC.

AIC==-2(In verosimilitud — n° parametros)
En principio el criterio de seleccién sera escoger modelos con valores mas bajos de AIC.
La férmula para el BIC es similar, asi como su interpretacion:
BIC=G-gl.InN

donde G es el cociente de verosimilitud, gl son los grados de libertad y N el tamafio de la muestra. Tambiér
escogeremos modelos con menor valor de BIC.

* Epilogo

Tal y como hemos planteado el método de maxima veraosimilitud es un procedimiento que permite estimar |
parametros de un modelo probabilistico, o los coeficientes de un modelo matematico, de tal manera que se
los mas probables a partir de los datos obtenidos. También hemos visto que por ello nos permite comparar
diferentes modelos, incluyendo o no variables en el mismo.

Hay que tener bien claro que en el método ademas de intervenir la informacién aportada por los datos, se €
postulando un modelo matematico para éstos, como puede ser por ejemplo el modelo logistico o un modelc
supervivencia, y que los parametros estimados se calculan considerando la informacion aportada por los de
de acuerdo a ese modelo. Si el modelo propuesto no fuera adecuado el método tampoco lo sera. Quiere es
decir que la razon de verosimilitud no nos proporciona informacion suficiente en cuanto a la bondad de ajus
gue habra que verificar convenientemente por otros métodos.

No he logrado encontrar enlaces con una exposicién sencilla del método de maxima verosimilitud. A
continuacioén indico el enlace que me ha parecido de mas facil comprension.

Maximum Likelihood Estimation
S. Purcell
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